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Résumé 

Soit X une variété kâhlerienne compacte. On montre que la notion de métrique de Quillen s'étends 
aux métriques intégrables sur X. En particulier, on établit que la notion de torsion analytique ho- 
lomorphe s'étends à l'ensemble des fibrés en droites intégrables L sur X, qui vérifient H''{X,L) = 
pour tout g > 1. 
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1 Introduction 

Dans [H], Ray et Singer associent à toute variété kahlérienne compacte {X,uj) et E un fibré hermitien 
de classe C°° sur X, un réel noté T(^{X,uj); appelé la torsion analytique holomorphe, défini en posant : 

r((x,^);E) = ^ç(-ir+ic;^(o), 

où C^<j (0) est la dérivée en zéro du prolongement analytique de la fonction Zêta Cai. associée au spectre de 

l'opérateur Laplacien agissant sur A^^''^''{X,E), l'espace des (0, (7)-formes de classe C°° à coefficients 
dans E, pour tout g > 0. 
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Dans ce texte, on étend la notion de métrique de Quillen aux métriques admissibles et plus générale- 
ment aux métriques intégrables sur les fibrés en droites holomorphes définis sur une variété kâhlérienne 
compacte. Rappelons qu'une métrique admissible sur L, un fibré en droites holomorphe, est par définition 
une limite uniforme d'une suite de métriques positives de classe C°° sur X . Ce sont donc des métriques 
continues, mais qui sont en général non C°° . On ne peut pas donc appliquer directement la construction de 
|12| pour leur associer une torsion analytique holomorphe, mais on procède différemment en utilisant une 
méthode d'approximation moyennant les formules des anomalies, qui donnent la variation de la métrique 
Quillen et par conséquent celle de la torsion analytique, en fonction de la variation de la métrique sur L. 

Notre résultat principal s'énonce donc comme suit, voir (théorème (|4.3p ) : 

Théorème 1.1. Soit X une variété complexe kâhlérienne compacte de dimension N muni d'une forme 
de Kàhler uj et L = {L^\\ ■ \\) un fibré en droites intégrahle sur X. Pour toute décomposition de L = 
{El, Il • ||i) (81 (i?2, Il • II2) en fibrés admissibles et pour tout choix de{\\ ■ ||i,,i)„gN une suite de métriques 
positives C°° sur Ei qui converge uniformément vers \\ ■ i = 1,2, la suite double : 

est convergente et la limite ne dépend pas ni de la décomposition ni de la suite choisie, on l 'appellera 
la métrique de Quillen généralisée et on la notera par : 

hQ.XX,u);(L,\\-\\)- 

Si H'^iyX, L) = 0, pour tout q>l, alors la suite suivante : 

(r((x,^);(i?i®i?2-Ml-||i,„®ll-||2:L))) (2) 

converge vers une limite finie. On l'appellera la torsion analytique holomorphe de Ray-Singer généralisée 
et on la notera par : 

T{{X,u:),{L,\\-\\)). 

Lorsque X est une surface de Riemann compacte, alors on obtient un résultat plus général, en effet, 
on peut considérer des métriques intégrables sur X et sur L et on étend la notion de métrique Quillen à 
cette situation : 

Théorème 1.2. Soit X une surface de Riemann compacte, et L un fibré en droites sur X . Soit ft-oo.x 
(resp. vers hoo,L) une métrique intégrable sur X (resp. L). On note par OJoo.x lo, forme kâhlérienne 
associée à hao.x- 

- On considère une décomposition de {TX, ft-oo.x) = Gioo ® ^2^0 en fibrés en droites admissibles, et 
soit {hn,Gi)neN (resp. (/in,G2)neN) une suite de métriques positives etC°° qui converge uniformément 
vers hoo,Gi (fesp. hoo,Gi)- On pose hn,x '■= ^n,Gi ^ G2 P'^^^ tout n € N, et on note par ujn.x lo, 
forme kâhlérienne associée pour tout n G N. 

- Soit L = {El, ||-||i)®(i?2, ||-||2) une décomposition en fibrés admissibles. On considère (|| ■ ||_Ei.n)neN 
une suite de métriques positives C°° sur Ei qui converge uniformément vers \\ ■ pour i = 1,2, et 
on pose hn.L '■— ^n.Ei (E) /i^B, pour tout n £ N. 

Alors la suite double suivante : 

(T{{X,LUr,,x);{L,h^,L))) 

converge vers une limite finie qui ne dépend pas du choix des suites ci-dessus. On la note parT{{X, Woo,x); {L, ^00, l)) • 

1. On dira qu'une suite double {xj^k)jm,km converge vers une limite l, si Ve > 0, 3A e R, Vn,m > A alors 
-l\<e. 
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Dans le paragraphe (I4.ip . On montre à l'aide d'un contre exemple la non- validité du théorème (|4.3p 
si l'on supprime l'hypothèse de positivité des termes de la suite du théorème. Plus précisément, on va 
montrer le résultat suivant : 

Théorème 1.3. Pour toute forme de Kàhler uj^i sur P^, et pour tout c > 0, il existe une suite de 
métriques {hc.s) ^ de classe C°° convergeant uniformément vers la métrique canonique de O surV^ telle 
que : 

limsupr((P\ùjpi);(0,/i,,5)) -T((P\wpi),(0,/ioo)) < -2c2. 

La section ([S]) est dédiée à l'extension de la notion de faisceaux cohérents métrisés aux métriques 
canoniques. On introduira la définition suivante : 

Définition 1.4. Soit X une variété torique lisse. Soit J- = {T , —S- J-) un faisceau cohérent métrisé 
sur X, on dira que la métrique de J- est intégrable (resp. canonique) si chaque terme de est une 
somme directe orthogonale de fibrés en droites munis de métriques intégrables (resp. de leur métriques 
canoniques), on le note T lorsqu'on considère des métriques canoniques partout. 

On établit la proposition suivante : 

Proposition 1.5. Tout fibré vectoriel équivariant sur une variété torique lisse admet une métrique ca- 
nonique. 

En suivant [H], on étend la notion de métrique de Quillen associée à cette classe de métriques géné- 
ralisée. On termina par énoncer un résultat comparant notre approche avec celle de [5] en dimension 1, 
c'est l'objet du théorème (|5.6I) . 

Remerciements : Cet article fait partie de ma thèse. Je tiens à remercier V. Maillot pour m'avoir proposé 
ce sujet si riche, pour ses indications et son encouragement. Je tiens aussi à remercier J.I. Burgos pour 
ses conseils et ses remarques sur ce travail, en particulier pour la remarque (|4.8p . G.Freixas, X. Ma et 
D.Eriksson. 

2 La métrique de Quillen et la torsion analytique holomorphe, 
un rappel 

Soit {X,u!) une variété kâhlérienne compacte et E un fibré hermitien de classe C°° sur X. A cette 
donnée, on associe pour tout g > 0, un opérateur A-^'''-' agissant sur A^'^''^\X, E). On sait que cet 
opérateur admet un spectre infini positif et que la fonction Zêta associée se prolonge analytiquement au 
voisinage de 0, voir par exemple [T, § 9.6]. 

On définit la torsion analytique holomorphe en posant : 

q>Q ^ 

et on munit X{L) = ®q>çi det(iJ^(X, L)) ^ , le déterminant de cohomologie de L, de la métrique suivant : 

Hq ■.= hL2exp{T{{X,ij);Ë)^ 

appelée la métrique de Quillen, où h 1^2 est la métrique induite par ui et He- On rappelle que 
cette construction permet de définir l'image directe pour une submersion entre groupes de K-théorie 
arithmétique, voir [13, propsition 3.1]. 
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On dispose de formules appelées formules des anomalies donnant la variation de la métrique de Quillen 
lorsque la métrique varie sur E ou sur X, voit [51 théorèmes 0.2, 0.3]. Lorsque la métrique varie sur E, 
alors on a : 

r r ~ 1 (dimcX)r-, 

log/îQ,(x..),(i^.lMI)-logV(x,^),(i^,IMI')=- / ài{E,\\-\l\\-\\')Td{TX) B (3) 

La variation associée au changement de métrique sur X , elle est donnée par : 

V r ~ 1 (dimc X) 

log/iQ,(x,..),(£;.||.||) -log/iQ,(x,<^').(iî,IMl) = - / ch{E,\\-\\)Td{:TX,hx,h!x) (4) 

où ch(i?, Il • II, Il • 11') (resp. Td{TX, hx, h'x)) est la classe de Bott-Chern associée à la suite — >• {E, || • ||) — >■ 
[E, Il • II') (resp. {TX,hx) {TX,h'x) ^- ) , et au caractère ch (resp. Td), voir [S] pour la 
définition et les propriétés de la classe de Bott-Chern. 

3 Métriques admissibles 

Soit X une variété complexe analytique et L = (i, || • ||) un fibré en droites hermitien muni d'une 
métrique continue sur L. 

Définition 3.1. On appelle premier courant de Chern de L et on note ci (L) G D^^''^\X) le courant 
défini localement par l'égalité : 

ci(L) =dd^(-log||,s|p), 
où s est une section holomorphe locale et ne s'annulant pas du fibré L. 
Définition 3.2. La métrique \\ ■ \\ est dite positive si Ci(i, || • ||) > 0. 

Définition 3.3. La métrique \\ ■ \\ est dite admissible s'il existe une famille (|| • ||n)„gpj de métriques 
positives de classe C°° convergeant uniformément vers \\ ■ \\ sur L. On appelle fibré admissible sur X un 
fibré en droites holomorphe muni d'une métrique admissible sur X . 

On dira que L est un fibré en droites intégrable s'il existe Li et L2 admissibles tels que 

--1 



L = Li® L 
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Exemple 3.4. Soit n G N*. On note par 0(1) le fibré de Serre sur P" et on le munit de la métrique 
définie pour toute section méromorphe de 0(1) par : 

\\s{x)\\^= 



max(|a;o|,---,|a;n|)' 

Cette métrique est admissible. 

En fait, c'est un cas particulier d'un résultat plus général combinant la construction Batyrev et 
Tschinkel sur une variété torique projective et la construction de Zhang. Dans la première construction 
permet d'associer canoniquement à tout fibré en droites sur une variété torique projective complexe 
une métrique continue notée || • \\bt et déterminée uniquement par la combinatoire de la variété, voir 
|111 proposition 3.3.1] et |lll proposition 3.4.1]. L'approche de Zhang est moins directe, elle utilise un 



r 1 ^ ' 

2. Si îj € A(X), alors on définit rj] comme étant jy^j où 'q^ est la d-ème partie graduée du Vj dans yl(X), l'algèbre 
des {*, *)-formes difïérentielles de classe C°°. 
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endomorphisme équivariant (correspondant à la multiplication par p, un entier supérieur à 2) afin de 
construire par récurrence une suite de métriques qui converge uniformément vers une limite notée || • \\zh,p 
et qui, en plus, ne dépend pas du choix de la métrique de départ, voir [T3] ainsi que [TTl théorème 3.3.3]. 
Mais d'après [11, théorème 3.3.5] on montre que 

Il • lIsT = Il • \\zh.,p- 

Que l'on appelle la métrique canonique associée à L. Notons que lorsque L n'est pas trivial, alors cette 
métrique est non C°° . 



4 Généralisation de la torsion analytique aux fibrés intégrables 
sur les variétés kâhlériennes compactes 

Dans cette section, on étend la notion de torsion analytique holomorphe aux fibrés intégrables sur 
une variété kâhlérienne compacte. Soit L = [L, || • ||) un fibré intégrable. En considérant (|| • ||„), une suite 
de métriques convenablement choisie, on va montrer, en utilisant la formule des anomalies et la théorie 
de Bedford-Taylor, que la suite formée par des métriques de Quillen correspondantes, forme une suite de 
Cauchy. 

Rappelons le théorème suivant, qui sera utilisé dans la suite : 

Théorème 4.1. Soit U un ouvert dans une variété analytique complexe et soient ui, . . . ,Uq des Jonctions 

plurisousharmoniques continues sur U . Soient u^i \ . . . , u\j \ q suites de fonctions plurisousharmoniques 
localement bornées sur U et convergeant uniformément sur tout compact de U vers ui, . . . ,Uq respective- 
ment et {Tk)k<£N une suite de courants positifs fermés convergeant faiblement vers Tsur U . Alors : 

u^^\dd''u^^^) A • • • [dd^uf'^) A Tk > ui{dd''u2) A • • • {dd'^Ug) A T (5) 



{dd''uf^){dd''u^^'^) A • • • {dd^u^!"'^) A Tk > {dd''ui){dd''u2) A • • • {dd^Uq) A T (6) 

/ci— voo 

au sens de la convergence faible des courants. 
Démonstration, cf. par exemple [î]. 

□ 

Lemme 4.2. Soit Ei et E2 deux fibrés en droites sur X. Soit \\ • ||i et \\ ■ (resp. \\ ■ II2, || • II2 ) deux 
métriques C°° sur Ei {resp. sur E2 )■ 

On munit L := Ei® (£^2)""^ des métriques \\ ■ \\l || • ||i ® (|| ■ Ib)""^ et \\ ■ \\'^ := \\ ■ ||i ® (|| • lla)^^ 
Alors ch(_L, || • ||i, || • ||^) est une somme linéaire de termes de la forme: 

(log(|| • lli ® Il • \\'2f - log(|| • ll'i ® Il • \\2f)ci{Ë,rc,{Ë[yc,{Ë2)'c,{%)\ (7) 
avec {i,j, k, /) g N^. 

Démonstration. C'est une conséquence directe du [7, proposition 4.1]. □ 

Soit L un fibré en droites intégrable sur X . Soit || • ||i) (£'2, Il • Il 2) ^ une décomposition de L 
en fibrés admissibles. Par définition, il existe (|| • ||î.n)„gpf une suite de métriques positives C°° sur E^ qui 
converge uniformément vers || • \\i sur X , pour i = 1,2. 
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On pose, pour tout k, l) e N**, (n, n') G et (m, m') e N 



2 . 



(n,n'),(m,m') ^ ' ' 

(logdi • IL„®I1 • -logdi • IL,„, ® Il • ii,„j^)ci(;ë, j^ci(;Ë^„,yci(E,.,j'=ci(;Ë_,)', 

où l'on a choisit implicitement des sections locales holomorphes de Ei et E2 de façon à ce que la forme 
ci-dessus soit définie sur X entier. 



On se propose de montrer que 



Jx 



- (dimcX) 



tends vers zéro lorsque n, n', m et m tendent vers 00. 

Par compacité de X, [7, proposition 4.1] et (|4.2p . il existe un ensemble fini il, {Ua)^^ç^ un recouvrement 
ouvert de X et {sa,i)^^Q (resp. (■50,2)0,^^) un ensemble de sections locales holomorphes de Ei (resp. de 
E2) avec que Sa^i (resp. Sa,2) soit non nulle sur [/q,, Va € îl tels que pour a € fi, la classe de Bott-Chern 
ch(i5^i (g) i?^^, ^® ^7li^ ^1 „' ® ^.7^ /) ^"^i^ donnée sur Ua par une combinaison linéaire en : 



T, 



ii,j,k,l / \ 



qu'on rappelle égal à 



T, 



(log(||si,«||, „®|ls2,a|l,.„,)' - log(||si,„||^ ® ||s2,alU„)')ci(:Ë, JVi(E^ ^,)J'ci(E,_„)'=ci(;Ë^ ^J' sur f/„. Va G fl. 
On considère (Paj^gj^j une partition de l'unité subordonnée au recouvrement (C^q)^^^! c'est à dire 

que 

1. Va G fi. Pa est une fonction réelle de classe C°° sur X à support inclus dans Ua et à valeurs dans 
[0,1]. 

On a donc, 

/ ch(£:i (g) £:2"\ /il „ «)/i"\)T<i(TX) = V / paCh{Ei®E-'^,h^^®h-'^,h^^,®h-^)Td(TX) 



QeS2 ■ 



^ / paCh{Ei(E)E^\h,^^(E)h-l,h^^^, (E)h-l,)Td{TX) 



Dans = ©pgN^^^^^H^), on écrit 



Td{TX) = ^tr, 



r>0 



où G Vr > 0. 
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Fixons maintenant a G $1, on a 

^ / padi{Ei'^E2^,h,^^<^h~l^,h^^, '^h~^^^)tr 
= V / ch{EiÇ^E^^,h^^(E)h-^ ,h^^, Ç^h-'^ ,){patr). 



r>0 ' 



Sur C/q, on a les suites de fonctions suivantes ( — log(||si q|| )) , ( — log(||si q|| ,)) ( — log(||s2 q|L 

et ( — log(||s2,a||2 ) ) restreintes à Ua vérifient les hypothèses du théorème (|4.f p . En remarquant 
que : 

PaUeAc{U^)E Vr. 

On déduit que : 

■ kl / s l(di«icX) 

^(n,nO,(ni,"i') ^a^z) (^Pa^r j 



\fi,j,k,l, 



n.n' .rn.m'y-^oo 



lorsque n^n'^m et m' tendent vers cx). En particulier, on obtient à l'aide du lemme (|4.2I) : 

(dimc X) 



> 0. 



n,n' ,m,m'H-^oo 



On conclut que 



X 



c]i{Ei(g) E^\h,_^ (^Kl^h^^, (g) h-l,)Td{TX) 



- (dimc X) 



tends vers 0, lorsque n, n', m et m' tendent vers oo. 

Maintenant, on suppose que (Gi, || • ||gi) ® (G2, || • IIG2) 6st une autre décomposition de L en fibrés 

■ IL. et 



admissibles. Remarquons que Ei ® G2 = E2 ® Gi et qu'il est muni de deux métriques 



El 



IE2 ■ 



Pour i — 1,2, on considère (|| • WEi.nj^^^j^ (resp. (|| • ||Gi,n)„gj([) une suite de métriques positives de 
classe C°° convergeant uniformément vers || • (resp. vers || • sur X. D'après (|4.2[) . 

ch{L,\\-\\E,,^^\\-\\El^,,\\-\\G,^^®\\-\\GlJ, 

est une combinaison linéaire des termes de la forme suivante : 

(log(|| • \\E,,n ® Il • llGa.m')^ " ^°&{\\ ' llci.m » || ' 1 1 £3 ) ^) ^1 (^«,1 )*Ci (^Ëz,,,' Cl (Gi,„ )'=Ci (62,™' )' • 

Si l'on considère 77 une forme différentielle de degré (dimc ^ ^ Pi dimc ^ ^ p), avec p = i+ j + k + l, sur 
Ua à support compact. Alors par le théorème (j4.1l) . on a : 



(log(||-|| Eun'^\\^\G2M')^-^Og{\\■\\Gl^m<^\\■\\E2,n')^^Cl{En,lyCl{E2,n'yCl{Gl^m)''Cl^^ 



(dimc X) 



3. Ac{Ua) désigne l'ensemble des forme différentielles sur Ua à support compact 



meN 
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converge vers 

-| (dinic X) 

(log(|| • \u ^ Il • IIg.)' - log(|| • IIg. II • \\E.)yi{Ë,yc,iË,ycdG^)'c,iG2yv 

lorsque n,n',m et m' tendent vers l'infini. Or, 

L = (Gi, Il • IIgJ ® (G2, Il • IIgJ" = {El, Il • lUJ (i?2, Il • lUj", 

donc, 

(log(|l • lU, ® Il • 11g.)' " log(|l • 11g. ® Il • \\E.)')ciiËiyciiË2Yci{Gifci(G,yv 



- (dimc X) 

= 0. 



On va appliquer ce résultat pour étendre la notion de torsion analytique holoniorphe aux fibrés 
intégrables : 

Théorème 4.3. Soit X une variété complexe kàhlérienne compacte de dimension N muni d'une forme 
de Kàhler lo et L = [L,\\ ■ \\) un fibré en droites intégrable sur X . 

Pour toute décomposition de L — {Ei, \\ ■ |li) {E2, || • II2) s-n fibrés admissibles et pour tout choix 
de (Il • |li.n)„gpf une suite de métriques positives C°° sur Ei qui converge uniformément vers \\ ■ \\i pour 
i — 1,2, la suite double de métriques de Quillen : 

('*Q,(X,c.);(iîi»iî-Ml.|U,„®||.||-jj)^^^^gpj' (8) 

est convergente et la limite ne dépend pas ni de la décomposition ni de la suite choisie, on l'appellera 
la métrique de Quillen généralisée et on la notera 

hQ,(X,u^);(LM\)- 

Si H'^{X, L) = 0, pour tout q > 1, alors la suite suivante : 

(t({X,u;);{Ei^E^\\\-\\i,^®\\-\\^^J)) (9) 

converge vers une limite finie. On l'appellera la torsion analytique holomorphe de Ray-Singer généralisée 
et on la notera 

T{{X,cu),{L,\\-\\)), 
et on a pour toute métrique C°° , \\ ■ \\' sur L : 



T{{X,u;),L) = T{{X,oj),l') + ch(L, |1 • |1, |1 • \\')Td{TX) - \og(^ 



hL-^,{X,uj),{L,\V\\') 
^L^(X,w),(L,|H[) 

OÙ ch(L, Il ■ 11, Il ■ 11') ici est une forme différentielle généralisée au sens de § 4-3]- 

Démonstration. Soit (L, |1 • |1) un fibré en droites intégrable sur X. Soient Ei et E2 deux fibrés en droites 
admissibles tels que L = Ei ® E2^ . On pose |1 • |1„ |1 • |li_„ ® \\ ■ \\2 \ pour tout ?î e N où (|1 • |li,„)^gj^ 
(resp. (Il • |l2,rî)„gfj) est une suite de métriques positives C°° sur Ei (resp. E2) qui converge uniformément 
vers 11 • Ile, (resp. |1 • H^J. 

Si l'on considère |1 • |1' une métrique C°° quelconque sur L, alors d'après on a : 
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^ -| (dimc X) 

log/iQ,(x,c.);(L,||.||„)-log/iQ,(x,^);(L,|M|') = - / ch{Ei^E^\\\-\U,\\-\\')Td{TX) 



X 



Or, on a montré que le ternie à droite converge vers une limite finie qui ne dépend ni du choix de la suite 
ni de la décomposition. Par conséquent, la suite suivante : 

-logV(x,^).(i.lMU) c\i{E^®E^\\\-\U,\\-\\')Td{TX) - log V(x,^).(i.lMI') ^' 

converge vers une limite qu'on note par — log|| • ||Q,(jctj).(L,|t lj)- Si l'on considère la forme différentielle 
généralisée suivante ch(L, || • ||, || • \\'^Td{TX). voir définition [11. § 4.3], alors on dispose d'une formule 
d'anomlies généralisée en posant : 

V r ~ -] (dimc X) 

logV(x..),(i,IMI)-logV(x,^).(i.lMI') = - / ch(L,||.||,||.||')Td(TX) 

X J 

On suppose maintenant que 

iJ«(X,L)=0 Vg>l. (10) 

donc, 

A(L) =det(i/°(X,L)). 

On va montrer que 

(^L2,(X,c^),(L,l[.||„))„gN -^^^ ^L2,(Jf,c^),(L,|l.|l), 

ce qui nous permettra de déduire que la suite suivante converge : 

-1 '\rr^(^\ ,^„(^L^AX.i^)ALM') 



{t{{X,lu),l)+ / ch{E,(g>E^\\\-\\,,,\\-\\')TdiTX)-\og{ 



On définit alors la torsion analytique holomorphe généralisée d'un fibré en droites intégrable L, véri- 
fiant l'hypothèse (|10p . sur X munie d'une métrique kahlérienne w, en posant : 

T{{X,uj),L):^T{{X,io)X)+ 1™ / ch{E^ ® E^\\\ ■ ■ \\')Td{TX) 
linr io/'^^Mx,.).(^.IMI') 



n^oo 



L2,(Jf,c^),(L,||.||„) 



et on peut vérifier que 

T{{X,.\L)=T{{X,u:)X)+ f ch(L, || ■ ||, || ■ \\')Td(TX) ^^J ''/^^•(^•-U^M') \ . 

Jx \llL^,(X,u,),{L,\\-\\„)J 

Soit (Il • ||ri)„gj^ une suite de métriques continues qui converge uniformément vers || • || sur L. Rappelons 
que si s et i deux deux sections globales de L alors 



X 



Par polarisation, on se ramène à. s = t. Comme la suite (|| • ||n)„gpj converge uniformément vers || • ||, on 
peut trouver pour tout e, un entier TV G N qui ne dépend pas de s tel que 

(1 - e){s, s)^,_^ < (s, s)i2,„ < (1 + e){s, s)^,^^ \fn>N, 
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où on a noté par -^^j ^ la norme associée à || • || et à lu. 
On déduit que la suite de matrices suivante : 

converge vers ( (s,, Sk] 1 pour une norme matricielle arbitraire et jsi, S2, . . . , SrI 

/ l<kd<dimc H°{X,L) ^ ' 

est une base de H^{X, L). Donc, 

(det(sj,Sfc) 2 ) ) ^ det((sj,Sfc) „ ) 



<k,l<r 



En particulier, 

( (X,w).(L.|Hl„) ) > (x,ul).(L.\\■\\)■ 
□ 

Lorsque X est une surface de Riemann compacte, alors on obtient un résultat plus général. En effet, on 
peut considérer des métriques intégrables sur X et sur L et on étend comme avant la notion de métrique 
Quillen à cette situation : 

Théorème 4.4. Soit X une surface de Riemann compacte, et L un fibre en droites sur X . Soit ft-oo.x 
(resp. vers hoo,L) une métrique intégrable sur X (resp. L). On note par lUoo.x la forme kàhlérienne 
associée à ft-oo.x- 

- On considère une décomposition de {TX, hao,x) = Gi^o® G200 en fibrés en droites admissibles, et 
soit ihn,Gi)neti (rcsp. {hn,G2)n£n) une suite de métriques positives etC°° qui converge uniformément 
vers hao,Gi (resp. hao,Gi). On pose hn,x '■= hn.Gi ® g Pour tout n G N, et on note par LOn.x la 
forme kàhlérienne associée pour tout n G N. 

- Soit L = {El, \\-\\i)^{E2, IMI2) une décomposition en fibrés admissibles. On considère (||-| 

une suite de métriques positives C°° sur Ei qui converge uniformément vers \\ ■ pour i — 1,2, et 
on pose hn,L '■= hn,Ei €5 pour tout n e N. 

Alors la suite double suivante : 

(T{iX,Lu„,x);{L,h^,L))) 

converge vers une limite finie qui ne dépend pas du choix des suites ci-dessus. On la note parT(^{X, ujoo^x)', {L, ^00, l)) • 
Démonstration. On procède comme avant, en utilisant la formule □ 



4.1 Un contre exemple 

On va montrer à l'aide d'un contre exemple la non validité du théorème (|4.3p . si l'on supprime la 
condition de la positivité , en particulier, la métrique de Quillen généralisée considérée comme fonction 
en la métrique n'est pas continue sur l'espace des métriques intégrables muni de la topologie de la conver- 
gence uniforme. 

Pour simplifier, on suppose que X — et que L est le fibré trivial. On peut adapter notre exemple au 
cas d'une variété kàhlérienne compacte quelconque. Soient c>0, 0<£<Cl, 0<(5<CeetO<7<Ce — (5. 

4. r := àiracH^\X,L). 
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On pose / la fonction définie sur [1 — e, 1 — e + (5] U [1 — 7, 1 + 7] U [1 



fir) 



cVS 

S ' 



s 



(1 — e) si 7- G [1 — e, 1 — e - 
si 7- e [1 — 7,1 + 7] 



(5, 1 + e] par : 
-S] 



^(1 + e) sir e [l + e-5,l + e], 



et on recolle / par des fonctions C°° de façon à obtenir une fonction qui soit C°° qui coïncide avec / sur 
]1 — e, 1 — e + 5[U]1 — 7, 1 + 7[U]1 + e — 5,1 + e[, à support compact, nulle en et qu'elle soit de norme sup 
inférieur à 2c^/ô. On la note par fc^s- (On peut supposer que que suite de fonction en ô est décroissante). 
On étend fc,s en une fonction C°° sur qu'on notera aussi par fc^s et on pose alors (O, hc.s) le fibré 
trivial hermitien muni de la métrique hc^s donnée par /ic, ^(1,1) — e^^^-". Puisque suppi |/c,5| < 1c\Jl>, 
alors {hcj)s est une suite croissante qui converge uniformément, lorsque 5 1— 0, vers h^o (la métrique 
canonique de O, c'est à dire hoo{l, 1) — 1). 

Soit ui une forme kâhlérienne C°° quelconque sur P"'^. On considère la métrique de Quillen associée à 
hc.s et à u. Par ([3]), on a : 

'iL^(pi,a;),(0,?ic,a) 



-T{{P\uj);{O,hc,s))+Tii¥\L0);iO,h^)) = / ch(0, /i,,^, /loo)rd(TPi) + lo; 



lL2,(Pl,w),(OJloe) 



/,,,ci(rpi)+ / i.dd^i 



loe 



4,ci(rpi) + iog 



Par construction de /c^a, on a 



15/9/, 
r 



I f --( 



dr 



dr 



rdr 
df. 



V dr ) 



\ dr ) 



dr 



9/, 



dr 



:+\A 

dr 



( dr ) 



dr 
dr 



dr où A 



Ô]U[1 



(5, 1 + e] 



B+\A 



( dr ) 



dr. 



Donc, 



^T{{F\Lo;iO,Kj))+TiiF\u;{0,h^))<-2c^ + - / 4,ci(rpi) 



log 



(Pl,w),(0,?le,^) 
'lL2,(P\'^),(CI,'loo) 



Comme suppi \ f^,^\ < 2c^/5, et que P^ est projectif, alors il existe une constante M > telle que 
I /pi /c,a ci(rPi)| < Af\/^c[3, Vc > et VO < 5 < 1. Par construction, hcj < /loo, alors on obtient : 

-T{{P\u);{0,hc^s))+T{{P\uj);{0,ho^)) < -2c^ + mVôc, Vc>0V0<<5<1. (11) 



5. Il suffit de noter qu'il existe l 2> 1 indépendant de c et de 5, tel que ci(TPl) + luips soit positif. 
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Théorème 4.5. Pour toute forme de kàhlérienne uj, sur P^, et pour tout c > 0, il existe une suite de 
métriques {hc,s) ^ de classe C°° convergeant uniformément vers la métrique canonique de O sur telle 
que : 

limsupT((P\w);(0,/i,,5)) -T((P\c^pi),(0>^)) < -2^. 
Démonstration. Par pip . on a 

limsupr((P\w);(0,/ie,5)) -r((P\w);(0,/ioo)) < -2c' Vc> 0. 

(5i->.0 



On en déduit que la suite (r((P , w); {0,hcs))] ne converge pas vers T((P , w); {0,hao)) lorsque 5 

V ' /5>0 

tends vers 0. □ 

Remarque 4.6. 

1. On a /le, 5 est invariante par l'action du tore compact de P^. 

2. Malgré que la suite ( r((P^, w); (O, hc s)) ) ne converge pas vers T(0, /loo), on notera qu'il existe 

une constante M' telle que -r((P\a;); (O, /ici)) < M', VO < (5 < 1 et Vc> 0. En effet, de ^ 
on déduit que : 

M' 

-T((P\c^); (O, h,^s)) < ^ - T((P\c<.); (O, /lœ)) =■ M' VO < 5 « 1, Vc> 0. 

o 

On établit ce fait en toute généralité, voir [8i théorème 1.3). Plus précisément, on montre que La 
torsion analytique holomorphe vue comme fonction en la métrique est minorée sur l'espace des métriques 
intégrables et invariantes par l'action du tore compact sur un fibré en droites équivariant sur P"'^. 



4.2 Un calcul explicite de la torsion analytique généralisée dans le cas X = 

D'après le théorème (|4.4p . ou voir [7, théorème 2.5], on peut considérer le torsion analytique généralisée 
associée à 0{m)^ le fibré 0{m) muni de sa métrique canonique, et P^ muni de uj^o = StF m^Tjlpiy • 

En utilisant les formules d'anomalies et connaissant la valeur explicite de r((P^, Wi^s); ©(m)^^), on 
calcule la torsion analytique généralisée r((P^,ajoo); C'(r7i)^), où 

Proposition 4.7. On a pour tout entier m > 1 ; 



r((pi,a;oo);0(m)^) = 4C(j(-l) - + log 



1 Y (m + 2) 



m+l 



V 2 



6 V((m + 1)!) 

Démonstration. Voir la preuve de [7, proposition 2.7]. □ 

Remarque 4.8. Lorsque uj est une forme kàhlérienne invariante par l'action de §^ et que la métrique 
de 0{m) est admissible et invariante aussi par l'action du tore compact de P^, alors on peut donner 
une expression pour T((P^, cj); ©(m)) en termes la transformée de Legendre-Fenchel. En fait, on peut 
exprimer les formules d'anomalies, dans ce cas, comme intégrales des transformées de Legendre-Fenchel 
associées aux métriques de P^ et de ©(m), voir [3] pour la définition de la transformée de Legendre-Fenchel 
associée à une métrique admissible invariante par l'action du tore compact. 
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5 Généralisation de la torsion analytique sur les variétés toriques 
lisses dans le formalisme de Burgos, Litcanu et Freixas 

5.1 Extension de la notion de métrique canonique aux faisceaux cohérents 
metrisés sur une variété torique lisse 

Soit X une variété complexe. On étend la classe de fibrés vetoriels hermitiens de classe C°° en consi- 
dérant les fibrés hermitiens E qui s'écrivent sous la forme : 

où E' est un fibré hermitien de classe C°° et Li, . . . , Ld sont des fibrés en droites intégrables, on appellera 
E un fibré hermitien intégrable. 

Dans cette partie on utilise la théorie du [111 § 4.3] pour étendre la notion de classes de Bott-Chern 
aux suite exactes de fibrés hermitiens intégrables. Plus précisément, si ch est le caractère de Chern et 

rj:0 — >S — >Ë — >Q — ^0, 

est une suite exacte de fibrés hermitiens intégrables, alors on leur associe une unique forme différentielle 

- — * 

généralisée ch(^) élément de Ag {X), (voir ]TT[ p. 66]), qui vérifie les mêmes propriétés classiques de la 
classe de Bott-Chern, voir |ïï]. 

Supposons que ch(?7) existe. On écrit S = ^ Ë ^ Ë' (SÊ" et Q ^ ® Q" où S,WetQ' 

sont des fibrés hermitiens de classe C°° et que chacun des fibrés hermitiens S" , E" et Q" est une somme 
orthogonale de fibrés en droites intégrables. 

Tj: 




avec 5*0 = S"' © Sg, Eq = E' ® E'^ et = Q' © Q'^ tels que S'q , E'^ et Q'^ sont munis de métriques 
hermitiennes de classes C°° . On a 

ch(r?^) - ch(r?) = ch(Cr © Q^) - ch(^), 

où Cl , C2 et C3 désignent respectivement la première, la deuxième et la troisième colonne du diagramme 
ci-dessus. On vérifie que 

ch(CT © Q^) = ch(CÔ + ch(Q^) = ch(S^ ^ ^) -I- ch(Q^ ^ Q^), 

et _ 

diiC2)=ch{E'^ ^ E"). 

Le calcul de ces dernières classes se ramène au cas des fibrés vectoriels de rang 1. On déduit l'unicité et 
l'existence de la classe ch{ri). Pour les propriétés de fonctorialité, elles découlent de la théorie des formes 
différentielles généralisées de jlll § 4.3]. 

Comme application, on peut étendre la notion de faisceaux cohérents métrisés de pour qu'elle 
prend en compte les fibrés hermitiens intégrables. On dira que J-' = (j^, E, — > J^) est un faisceau cohé- 
rent intégrable si chaque terme du complexe E, est un fibré hermitien intégrable, et on étend la définition 
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de |9j pour la classe de Bott-Chern à notre situation. 

Dans la suite, on s'intéresse aux variétés toriques. Le cas des variété toriques lisses est plus intéressant, 
puisqu'on montre dans [10) . que tout fibré vectoriel équivariant admet une résolution canonique par des 
fibrés vectoriels scindés. Rappelons d'abord la construction de la métrique canonique sur un fibré en 
droites équivariant. Soit X une variété torique projective lisse sur Spec(Z), on note par T le tore associé. 
Soit L un fibré en droites sur X, on rappelle qu'on construit de manière unique une métrique sur L{C) : 

Proposition 5.1. Soit L un fibré en droites sur X . Il existe un diviseur horizontal T -invariant D sur 
X et un isomorphisme : 

<è : L — > 0{D). 

La métrique ■ \\d,oo sur L est indépendante des choix de D et $. On l'appelle métrique canonique sur 
L et on la note \\ ■ ||l,oo- On note Lqo — {L, \\ ■ ||_d,oo) le fibré L muni de sa métrique canonique. 

Démonstration. Voir [111 proposition 3.4.1]. □ 

Définition 5.2. Soit X une variété torique lisse. Soit T = (T ^ — >■ T) un faisceau cohérent métrisé 
sur X, on dira que la métrique de T est intégrable (resp. canonique) si chaque terme de E, est une 
somme directe orthogonale de fibrés en droites munis de métriques intégrables (resp. de leur métriques 
canoniques). On appelle J- fibré intégrable. On note T au lieu de J- lorsqu'on considère des métriques 
canoniques partout. 

Proposition 5.3. Soit f : Y ^ X un morphisme équivariant de variétés toriques projectives lisses, si 
J- est un faisceau cohérent métrisé dont la métrique est canonique, alors f*T l'est aussi 

Démonstration. Cela résulte du cas classique pour les fibrés en droites. □ 

Proposition 5.4. Tout fibré vectoriel équivariant sur une variété torique lisse admet une métrique ca- 
nonique. 

Démonstration. On sait que tout fibré vectoriel équivariant, et plus généralement un faisceau équivariant, 
sur X, voir |10| pour le cas de fibré vectoriel équivariant, admet une résolution finie canonique en fibrés 
vectoriels scindés. Ce qui montre que comme pour le cas des fibrés en droites, on peut associer à tout 
faisceau équivariant une métrique canonique généralisée. □ 

On se propose maintenant de comparer la notion de métriques canonique pour un fibré en droites et 
la définition (|5.2p . 

Proposition 5.5. on va montrer que si L est un fibré en droites sur X alors 

ch(r — ^ Loo) = 

Plus généralement, si J- = (S^^iLk est un fibré vectoriel scindé. On munit T d'une métrique canonique 
c'est à dire = (J^, — > J^) comme dans la définition ci-dessus, alors 

Cl {T" — > ®fc=ilfe) =0 et di^^^Çr" — > ®fc=iIfc,oo) = 0. 

dans À{X)E- 

6. A(X) est par définition l'espace des (*, *)-formes difi^érentielles C°° sur X modulo Imd + Im9. 
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Démonstration. On suppose que = Ei -Ei-i i?i tel que : 

f]:O^Ei^ Ei^i > Ei^ F ^Q, 

soit une suite exacte de fibrés vectoriels sur X . On suppose que pour tout i = 1, . . . , /, Ei = ®|'^]^ ii,/c 
où iî,2, • ■ • , ij.ci sont des fibrés en droites sur X . On munit alors Ei de la métrique suivante ■ 

hE. =/iL..i,«,®---®/iL., 

où /iL- ^ ^ est la métrique canonique de Li_k pour A; = 1, . . . , et pour tout z = 0, . . . , Z. On note par rj 
la suite rj munie de ces métriques. 

bi 1 on pose L = det{Ei) (g) det(£;,_2) «) det(i;;_[^]) et L' = dct(-B;_i) (g) det(£';_3) • • • dct(£';_ji±i]) 
alors on dispose d'un isomorphisme canonique induit par r/ : 

a:L — > L'. 

Par construction, L (resp. L') est muni de la métrique '■— det(^hEi) det(/i£;,_2) (g) • • •det(/i£; ^ ) 

^resp. de Hl' :— det(/i£;,_j) g) det(/i£;,_3) • • • det(i?j_ji+ij)^ . D'après (15.111 et [TTl proposition 3.3.6] ces 

deux métriques sont les métriques canoniques de L et L' . 
On a 

ft-L = h-L' exp(ci(^)). 
Par unicité de la métrique canonique, voir (j5.ip . on conclut que 

Cl (77) =0. 

Soit A' un modèle de X sur Spec(Z). On considère, voir fTV, p. 53] : 

1.^—1 

[(0,/3)], 

D'après [TT], on a : 

a(ch(J'' — ^ ®fc=i^fc,oo)) = ch(j^'') - ch(®^^iLfe,oo), 

où ch est la classe de Chern arithmétique associée au caractère ch, et ch(j^ ) est par définition égale à 

Ej=i(-lpcli(^j). Par [11, Icmme 7.4.2], les puissances maximales des premières classe arithmétiques de 
Chern associées aux fibrés en droites munis de métriques canoniques sont nulles. 
Par suite, ^ 

Chinax(-^ ^ ffifc=l-^fc,oo) = 0. 

□ 

5.2 Torsion analytique généralisée associée aux fibrés intégrables sur variété 
torique 

Soit X une variété torique non-singulière munie de w, une forme kahlérienne et C un fibré hermitien 
sur X. On notera par hç yx~c métrique de Quillen au lieu de hg ^ ^, où TX est le fibré tangent muni 
de la métrique associée à lo. 



On munit L^o de sa métrique canonique. On pose TX" = (TX, — ^ — > ®,^l''C'(A)oo — > TX) 
considéré comme un fibré canonique où 
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ex : ®S''0(A) — > — > 0, 

est la suite d'Euler sur X, r est le rang de Pic(X). 

Dans ce cas, on définit hg j^<: , la norme de Quillen associé au fibré Lqo et à TX en posant 

loghg j^c j-^ := - / ch{Loo)Td(o — > TX" — >TX — ^ 0^ + log/ig ^r^^-^. 
On montre, voir [9l théorème 2.19], que : 

Td(o — > TX'' — >TX — ^ = Tdiëx), 
où 

Donc 



^ogfiQj^-j:^ =- ch{Loo)Td{ex) +loghQj^j;^ 



On a, 

N+r 

a{Td{êx)) = n Td{Ô{D:)^)-fd{TX). 

i=l 

Par le théorème de Riemann-Roch arithmétique, voir on a : 

log /iQTxx^ = MLoo) Td^Çrx). 

On obtient alors, en utilisant l'annulation des puissance maximales des classes arithmétiques associées 
aux métriques canoniques : 

- log/iQ_^c_^^ = ^ ch(L^) n ™(^(Â)oo) - TdiTX)^ + ^ ch(I^) Td^iTX) 

= - [ ch(L^)fd{TX) + [ ch(L^)fd{TX) - [ ch{L)Td{TX)R{TX). 
Jx Jx Jx 



Donc, 



log/lQ.TX^Ï^ = / ch{L)Td{TX)R{TX). 
Jx 



IX 

Théorème 5.6. Avec les notations précédentes, on a 



Démonstration. Cela résulte de 



Td\Q — > TPi — > TPioo — ^ Oj = 0, 
dans 2(pi). □ 
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